     7. Netiesinio baigtinio elemento pagrindinės priklausomybės

7.1.1. Bendroji tiesioginė formuluotė

Nagrinėdami netiesinį elementą apsiribosime statikos uždaviniu. Analogiškai tiesiniam uždaviniui, elemento darbas aprašomas pagrindine netiesine algebrine lygtimi, į kurią įeina netiesinė koeficientų (standumo) matrica ir išorinių apkrovų vektorius. Taigi mūsų tikslas ( sudaryti lygtį vienam elementui e:
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(7.1)
Šioje lygtyje apkrova yra konservatyvioji ir nepriklauso nuo būvio kintamųjų {Ue}. Be to, laikas t tokioje formuluotėje tiesiogiai nefigūruoja ir 
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Pagrindinę, arba jėgų pusiausvyros, lygtį (7.1) užrašysime jau žinomu virtualiųjų poslinkių metodu. Virtualiųjų poslinkių principas yra išreiškiamas virtualiųjų darbų ( išorinių jėgų darbo (W ir vidinių jėgų darbo (E lygybe, užrašant ją elementui e
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(7.2)
Sudarydami šią lygybę, kaip ir įprasta taikant baigtinių elementų metodą, elemento poslinkius aprašysime žinoma apytiksle išraiška, naudodami formos funkcijų matricą [Ne(x)]:
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(7.3) 
Jeigu apsiribosime išorinėmis jėgomis, pridėtomis tik mazguose, tai išorinių jėgų virtualusis darbas
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(7.4)

Pažymėjus elemento tūrį dydžiu Ve, virtualusis išorinių jėgų darbas 
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 veikiant tūrinėms jėgoms {be(x)} yra išreiškiamas integruojant šių jėgų ir poslinkių {ue(x)} sandaugą 
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(7.5)

Narys (7.5) gali būti pridedamas prie išraiškos (7.4). Esant reikalui čia gali būti pridedami nariai, įvertinantys atskiruose paviršiuose ar linijose veikiančias išskirstytąsias apkrovas ar net sutelktąsias jėgas, pridėtas ne mazguose. 

Vidinių jėgų virtualusis darbas išreiškiamas virtualiųjų bendrųjų deformacijų {((e (x)} ir bendrųjų įtempimų (įrąžų) {Qe(x)} sandauga:
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(7.6)

Čia bendrieji įtempimai ir deformacijos suvokiami plačiąja prasme. Trimačiam ar dvimačiam  kontinuumui jos reiškia tikruosius dydžius, tuo tarpu sijoms, plokštėms ar kevalams reiškia dydžius, susijusius su viduriniosios linijos (paviršiaus) atstojamosiomis jėgomis ir deformacijomis.

Taikant poslinkių išraišką (7.3) galima sudaryti apytikslę deformacijų išraišką elementui e:
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(7.7)
čia geometrinė matrica [Be] yra išreiškiama tiesinio ir netiesinio narių suma ir priklauso nuo mazgų poslinkių {Ue}:
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(7.8)
Tiesinis narys yra gaunamas tiesiogiai įstatant poslinkius (7.3) į tiesines geometrines lygtis:
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(7.9)
čia 
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yra žinomas geometrinių lygčių diferencialinis operatorius, o netiesinio nario sudarymo būdai yra pastebimai sudėtingesni. Tam reikalingos papildomos prielaidos apie deformuotojo kūno geometriją. 

Taip pat reikia turėti omenyje, kad esant netiesiniam uždaviniui bendrieji įtempimai taip pat priklauso nuo mazgų poslinkių {Ue}, t. y. 
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Naudojant žymėjimus (7.7(7.8) ir taikant variacinio skaičiavimo taisykles, virtualusis vidinis darbas (7.6) išreiškiamas taip:
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(7.10)

Ši išraiška yra pertvarkoma taikant diferencijavimo vektorinio argumento atžvilgiu taisykles. Diferencijuojant (7.10) kaip sudėtinę funkciją, virtualusis darbas susidės iš dviejų narių:
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(7.11)
Netiesiniame uždavinyje medžiagos konstantų matrica (tenzorius) taip pat priklauso nuo konkrečių būvio kintamųjų reikšmių. Tokiu atveju medžiagos fizinių konstantų matrica 
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, o fizinės lygtys nusakomos priklausomybe:
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(7.12)

Įvertinus priklausomybes (7.11(7.12), virtualiųjų darbų lygybę (7.4) galima užrašyti kitu pavidalu, kaip buvo tiesinio uždavinio atveju 
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ir įsitikinti, kad ji tolygi išraiškai (7.1). 

Dabar koeficientų (standumo) matrica sudaroma iš išraiškos (7.12) ir geometrijos kitimo požiūriu gali būti pavaizduota trijų matricų suma:
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(7.13)

Čia pirmasis narys
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(7.14)

išreiškia nuo geometrijos nepriklausančią dalį (geometriškai tiesinę standumo matricą). 

Antrasis narys
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(7.15)

aprašo dalį, susijusią su elemento formos pasikeitimu deformavimosi metu. Ši matrica dar vadinama didelių poslinkių standumo matrica arba pradinių poslinkių matrica.

Trečiasis standumo matricos narys yra gaunamas pertvarkant išraišką 
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(7.16)

ir rodo vidinių jėgų įtaką deformavimosi metu. Jis sudaromas panaudojus naują matricą [K
[image: image25.wmf]e

GEOM

], kuri yra vadinama geometrine standumo matrica, arba pradinių įtempimų matrica.

Konkrečios matricų (7.14(7.16) išraiškos priklauso nuo konkrečių fizinių ar geometrinių priklausomybių. Esant geometriškai tiesiniam elementui
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(7.17)

todėl geometriškai tiesiniame modelyje nelygus nuliui yra tik vienas narys (7.14). Išreiškus įtempimus fiziniu dėsniu (7.12):
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(7.18)

Tai geometriškai tiesinis, bet fiziškai netiesinis modelis.
Esant fiziškai tiesiniam elementui, fizinė matrica nepriklauso nuo būvio kintamųjų, 
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(7.19)

Pavienis šios matricos atvejis yra homogeninė medžiaga, kurioje fizinė matrica elemente yra pastovi visoje struktūroje, t. y. 
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(7.20)

Įvertinant visas matricų sandaugas, didelių poslinkių matrica (7.15) fiziškai tiesiniam elementui sudaroma iš trijų narių:
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(7.21)

Tolesnė visos struktūros matricų sudarymo procedūra, surenkant pavienių elementų matricas,  yra visiškai analogiška tiesiniam uždaviniui.

7.1.2. Netiesinis tamprumas

Panagrinėsime trimatį kūną, kurio vidinės jėgos išreiškiamos įtempimais, t. y. 
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(7.22)

Grafiškai ši priklausomybė vaizduojama kreive 
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Dėsnį (7.22) atitinkantį fiziškai netiesinį kontinualiojo trimačio baigtinio elemento modelį (7.1) kaip ir praeituose skyreliuose užrašysime taikydami virtualiųjų poslinkių principą, o konkrečiai ( virtualiųjų darbų lygybę (7.6):
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(7.23)

Šis principas leidžia išvesti statikos lygtį (7.1), kurios bendrojoje standumo matricoje (7.13) nelygus nuliui išlieka tik pirmasis ( geometriškai tiesinis narys (7.14).

Analogiškai tiesiniam uždaviniui standumo matrica dabar išreiškiama taip:
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(7.24)

Diferencijavus kaip sudėtinę funkciją, netiesiškai tampraus elemento standumo matrica gali būti užrašyta tokiu pavidalu:
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(7.25)

Čia 
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(7.26) 

yra liestinė medžiagos fizinė (tamprumo) matrica. 
Žinant konkrečią fizinę išraišką (7.22), nesunku sudaryti baigtinio elemento modelį (7.26). Nesunku suprasti, kad standumo matrica (7.24) fizine (ar geometrine) prasme yra taip pat liestinė standumo matrica (7.26) ir gali būti taikoma formuluotėje prieaugiais.

7.2. Netiesinis kontinuumo uždavinys
Norint tiksliai aprašyti netiesiškai deformuojamo kontinuumo elgesį reikalingi detalesni matematiniai modeliai. Trumpai aptarsime vieną iš jų – taip vadinamą modernizuotą Lagranžo formuluotę, kuri yra realizuota daugelyje modernių baigtinių elementų programų.
Sprendžiant netiesinius uždavinius keliamas tikslas nustatyti tikrąsias būvio kintamųjų reikšmes aktualioje konfigūracijoje. Formuluojant diskretinį modelį virtualiųjų darbų lygybės principu, reiktų pirmiausia užrašyti šį principą kontinualiajam kūnui aktualioje konfigūracijoje
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(7.27)

kur 
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(7.28)

Praktiniam šios lygybės realizavimui dar reikalingi kiti supaprastinimai. Kadangi į išraišką (7.27) įeina ne tikrasis deformacijų dydis, o tik jų variacija, tai daroma prielaida, kad
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(7.29)

kur deformacija atskaitos konfigūracija 
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Įtempimus 
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 taip pat išskaidome į dvi dedamąsias – įtempimus atskaitos konfigūracijoje 
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Pirmoji dedamoji yra ne kas kita kaip tikrasis (Košy) įtempimas
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o įtempimų prieaugis tarp t ir 
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 apskaičiuojamas tiesine priklausomybe, panaudojant medžiagos fizines savybes konfigūracijoje t:
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Dar labiau paprastinant modelį, čia galima vertinti tik tiesinę deformacijų dedamąją
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t.y., 
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Atsižvelgiant į išraiškas virtualiųjų darbų lygybę (7.28) galima pakeisti konkretesne išraiška:
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Konkreti į šią išraišką įeinančio išorinių jėgų virtualaus darbo 
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 išraiška priklauso nuo konkrečių išorinių jėgų poveikių. Paprasčiausiu atveju kūną veikia išskirstytos tūrinės jėgos 
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Veikiant nekonservatyvioms apkrovoms, priklausančioms nuo aktualios konfigūracijos poslinkių 
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yra tikslinamas iteraciniu būdu.

Vertinant inercijos jėgas, jų atliktas virtualusis darbas
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Supaprastintai šias jėgas galima skaičiuoti pradinėje konfigūracijoje
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Virtualiųjų darbų lygybė (7.32) aprašo virtualiuosius darbus, atliktus deformuojant kontinualiąją struktūrą intervale tarp t ir [image: image74.wmf]t
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Modernizuota Lagranžo formuluotė yra atskiras bendrosios formuluotės prieaugiais atvejis. Jos pagalba galima sudaryti baigtinių elementų struktūros valdančiąsias dinaminės ar statinės pusiausvyros lygtis, tik užrašytas prieaugiais. Kaip kad ir įprasta baigtinių elementų metode, valdančiąją lygtį sudarysime tik baigtiniam elementui e. Elemento poslinkius aprašysime įprasta apytiksle išraiška (7.3), panaudodami formos funkcijų matricą [N(x)]. Reikia pastebėti, kad elemento formos funkcijos nepriklauso nuo laiko ir konfigūracijos, pavyzdžiui, laiko momentu t
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Analogiškas išraiškas galima užrašyti bet kokiai konfigūracijai.
Virtualiųjų darbų lygybę (7.32) tenkinantys poslinkiai, o tiksliau poslinkių prieaugiai kaip ir tiesinėse sistemose randami sprendžiant būvio lygtis. Dinamikos uždavinio atveju diskretinei baigtinių elementų struktūrai šias lygtis galima užrašyti taip:
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Priklausomai nuo lygčių integravimo algoritmo inercijos jėgos gali būti susiejamos ir su laiku t.

Čia 
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Matricos 
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 yra tiesinė ir netiesinė elemento standumo matricos dedamosios, apibrėžtos konfigūracijoje t. Tiesinė (geometrijos požiūriu) dedamoji sudaroma bendrosiomis išraiškomis:  
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kur 
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 yra elemento tiesinė geometrinė matrica. Tiesiškumas čia suprantamas tik mažų deformacijų prasme. 

Geometrinį netiesiškumą (didelių deformacijų prasme) įvertina netiesinė standumo matricos dedamoji – geometrinė standumo matrica
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Čia 
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Laisvųjų narių vektorius 
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 gaunamas diskretizuojant išorinių jėgų darbą (7.33) ir išreiškia atstojamąsias jėgas elemento e mazguose nuo išskirstytųjų jėgų poveikio, taip pat veikiančiąsias sutelktąsias jėgas.

Dešinėje lygčių (7.37) pusėje esantis narys 
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[image: image92.wmf]{

}

{

}

T

d

tetet

V

L

t

V

éù

ëû

=

ò

FB

σ

.





(7.41)

Lygtis (7.27) yra užrašyta atskaitos konfigūracijoje t. Čia apskaičiuoti dydžiai įstatyti į lygtį konfigūracijoje 
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 iššauks tam tikras prielaidas. Modernizuota Lagranžo formuluotė numato paklaidų patikslinimą iteracijų pagalba. Diskretinis modelis (7.37) tikslinamas kiekvienoje iteracijoje i perskaičiuojant balansinę apkrovą. Keičiant pradinių įtempimų atstojamųjų vektorių 
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Iteracinis procesas nutraukiamas pasiekus tikslumą. Taigi lygtis (7.42) apibendrina išraiškas (7.39-41) ir išreiškia modernizuotos Lagranžo formuluotės matematinį modelį. Būtent ši išraiška ir realizuojama baigtinių elementų metodo programose. 
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